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de gravedad y teorias de norma, la llamada doble copia o dualidad Bern-
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implementar la doble copia a soluciones puramente clasicas. En este ar-
ticulo aplicamos la doble copia clésica para calcular de manera novedosa
y eficiente el tensor de energia-momento para las métricas del agujero

Universidad Nacional Auténoma de Honduras,

* Mesoamerican Centre for Theoretical Physics, negro de Schwarzschild y la del agujero negro de Reissner-Nordstrom.
Universidad Auténoma de Chiapas,
bryan.larios @unah.edu.hn ABSTRACT

In the last two decades, it has been discovered a duality of purely quan-
tum nature that relates to certain theories of gravity with gauge theories,
the so-called double copy or Bern-Carrasco-Johansson (BCJ) duality.
However, it has recently been possible to implement the double copy
insights to purely classic solutions. In this article, the classical double
copy is applied to calculate the energy-momentum tensor for the Sch-

warzschild black hole metric and the Reissner-Nordstrom black hole
metric in a novel and efficient way.
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I | INTRODUCCION

La teoria cudntica de campos (TCC) ha sido uno de los dos pilares de la fisica moderna, convirtiéndose
en una herramienta de cdlculo muy precisa y versatil, sus mejores frutos se encuentran en la fisica
de altas energias (Weinberg, [1995)). Una realizacion ejemplar del tremendo poder de la TCC se ve
materializada en el Modelo Estandar de particulas elementales (ME). En la actualidad, a criterio de
expertos, el ME es nuestra mejor opcidn para describir las particulas elementales y sus interacciones
(eg.,|Glashowl, |1959; [Salam y Ward, [1964; Weinberg, |1967)). A pesar del enorme progreso del ME
en aspectos tanto tedricos como experimentales (Tanabashi y cols.| |2018)), sabemos que dista de ser
la version completa de una teoria que describa el Universo desde sus constituyentes fundamentales.
Posiblemente, 1a razén mds fuerte (aunque no la inica) se deba a que a pesar que el ME unifica a tres
interacciones fundamentales de la naturaleza en un solo grupo de norma (SU(3). x SU(2).. X U(1)y),
este no incorpora la interaccién gravitacional. En otras palabras, el ME no incluye campos en su
Lagrangiano final que al ser cuidadosamente cuantizados contengan los grados de libertad de la
particula mediadora de la interaccién gravitacional, es decir, una particula con spin-2 denominada
“graviton” (Zwiebachl 2004).

A escalas macroscopicas, la interaccién gravitacional se estudia con la teoria de la relatividad general
de Einstein (RG), la cual unifica la gravedad con la geometria. No hay ninguna duda que la RG ha
permitido entender y describir acertadamente una enorme variedad de fenémenos cldsicos en nuestro
Universo (Carroll, |2019). Sin embargo, para describir la dindmica completa del cosmos es necesario
agregar ingredientes adicionales como materia y energia oscura que la RG no contiene de forma
natural (Peebles y Ratral, [2003)). El candidato mds viable para describir la materia oscura es una
particula de espin cero descrita por un campo escalar, conocida como Axionlike, para mas detalles
recomendamos revisar las siguientes referencias (Cedeno, Gonzalez-Morales, y Urena-Lopez, 2017}
Matos y Urena-Lopez, 2001)).

A pesar de la aparente incompatibilidad entre la TCC y la RG, recientemente se puede encontrar
una gran cantidad de literatura donde se examinan las relaciones entre algunas teorias cudnticas y la
gravedad (eg.,|Bern, Carrasco, y Johansson, [2008b}; [Kawai, Lewellen, y Tyel |[1985;B. Larios, |[2019).
Inicialmente, las relaciones surgieron con un enfoque puramente perturbativo, adecuado para el estudio
de colisiones entre particulas elementales (Bern, Dixon, Dunbar, y Kosower, 1994, |1995}; [Bern, Dixon!
y Kosower, |1998)). Implementando un moderno formalismo (Diaz-Cruz y Larios, [2018;B. O. Larios,
2017; [Parke y Taylor}, |1986) que tiene como objetivo evaluar las amplitudes de dispersién de manera
mds eficiente en comparacién al famoso método de Feynman (Peskin y Schroeder, |1993)), fue posible
evaluar amplitudes de dispersién que involucran 4 gravitones en funcién de una amplitud de dispersion
de 4-gluones (ver la referencia |[Elvang y Huang| [2015| para mas detalles). Hoy en dia, gracias a los
avances en la TCC, sabemos que las amplitudes en gravedad son una doble copia de amplitudes
en teorfas cudnticas de campos, o dicho de otra forma, si calculamos las amplitudes con gluones,
obtenemos gratuitamente las amplitudes con gravitones. Esto presenta un avance significativo en la
fisica y en la ciencia en general, y sin duda, cambia nuestros paradigmas de manera radical.

Con el objetivo de tener una mejor comprension de la dualidad entre teorias de gravedad y teorias
cudnticas de norma (TCN)(conocida como BCJ en honor a sus autores; ver Bern, Carrasco, y Johansson),
2010). En las referencias Monteiro, O’Connell, y D. White| (2014)), [Luna, Monteiro, O’Connell, |
White| (2015), Luna, Monteiro, Nicholson, O’Connell, y White|(2016) extendieron la dualidad a casos
no perturbativos y puramente clédsicos, lo que hace aun mas amplio el abanico de aplicaciones de
la dualidad, permitiendo entre tantas ventajas, re-calcular de manera econdmica y eficiente algunas
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soluciones clésicas de las ecuaciones de campo de Einstein. Una pregunta interesante y todavia abierta
es si se puede extender la dualidad a nivel de Lagrangianos (no solo amplitudes) y explorar si la
dualidad permite encontrar mas ejemplos de soluciones cldsicas a la ecuaciones de campo de Einstein.

El orden del articulo es el siguiente: en la Seccidn [[I} presentamos algunos ingredientes necesarios
para aplicar la dualidad entre teorias de gravedad y teorias de norma. Posteriormente, en la Seccién |[I11}
se introduce la doble copia clésica, para luego aplicarla al agujero negro de Schwarzschild y estudiar
la relacién entre campos de norma (A,) y el gravitén (/). En la Seccién se aplica nuevamente
la doble copia clésica para calcular el tensor energia-momento (7,y) asociado al agujero negro de
Reissner-Nordstrom. Finalmente, presentamos nuestras conclusiones en la Seccién [V}

I | PRELIMINARES

En esta seccion, se introducen brevemente los fundamentos necesarios para aplicar la dualidad entre
teorias de gravedad y las teorias de norma (Bern y cols., 2010). Es propicio mencionar que esta dualidad
es inspirada en los resultados que se obtuvieron de célculos perturbativos en teoria de cuerdas (Kawai
y cols.,|1985). La relacién que se encontré se puede resumir de la siguiente forma; amplitudes de
dispersion de cuerdas cerradas es proporcional a una doble copia de amplitudes de dispersion de
cuerdas abiertas. Sin embargo, no tiene en principio ninguna motivacién en la famosa correspondencia
de Maldacena o dualidad AdS/CFT, donde se relaciona observables de una teoria cudntica de campos
conformes en d dimensiones, con campos cldsicos en un fondo curvo (AdS en este caso particular) en
d + 1 dimensiones (Maldacenal [1999).

11 Kerr-Schild-Trautman ansatz

En RG es posible implementar un método para crear familias de soluciones a las ecuaciones de
campo de Einstein estudiando la propagacién de las ondas gravitacionales (Irautman,|1962)). Dicha
propagacion es posible si las componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico dependen
linealmente de las coordenadas modulo una funcién escalar. Desde 1965 se logré proponer un ansatz
que permite encontrar de forma exitosa familias de soluciones a las ecuaciones de campo, es lo que se
conoce como el ansatz Kerr-Schild (KS) (R. Kerr y Schild, [1965), (R. P. Kerr y Schild, 1965)[]_1

El ansatz KS se define de la siguiente formaﬂ

ng:ng+Kth :g,uV+5k,UkV7 V,p,...:0717...,d71, (1)

2
K
donde g,y puede ser la métrica de Minkowski [1),v = (—1, 1,1, 1)] o bien un espacio curvo, § = 7N¢(x” )

es una funcién escalar sobre la cual se expande la perturbacién, Ky = v 167G es la constante Newtoniana
y k¥ es un 4-vector nulo que cumple las siguientes propiedades geodésicas

k" ky = k* =0, )

K49,y = 0. 3)

Por el valioso trabajo realizado por Trautman, también es conocido como el ansatz de Kerr-Schild-Trautman

2En concordancia con la literatura de la doble copia.
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El hecho de que & cumpla con las propiedades antes mencionadas presenta las siguientes ventajas:

» La forma sencilla de la métrica inversa.

g =g — iyt det(g) = det(2). )

= La perturbacion se describe en términos de un 4-vector nulo, esto representa un hecho simplificador
y es demostrado en una parte de lo que resta de esta seccion.

2| Simplificando el tensor y escalar de Ricci

El formalismo de KS presenta varias ventajas practicas. Por ejemplo, si se consideran las ecuaciones
(@ y @), se puede ver que al subir y bajar indices con una métrica plana (Minkowski), es equivalente a
utilizar una métrica general. Si calculamos el tensor de Ricci considerando el ansatz KS, este toma la
siguiente forma

1
Ry = 3 [0"90(9k k) +9v0" (ko) — 0% (0Kky ) ] (5)
la contracci6n del tensor de Ricci ecuacion (3) conduce al escalar de Ricci, es decir:
R == gI'NRX == RVV = a“av (q)k’ukv). (6)

Si se consideran soluciones estacionarias, se tienen la condiciones dg¢ = 0 y dok,, = 0, también se
define k° = 1, este término absorbe cualquier dependencia que k° pudiera tener en ¢. Dado que k> es
cero, entonces es posible definir & de la siguiente forma:

k* = (1,k); k es un vector unitario. (7

Luego, reemplazando k" de esta dltima ecuacion en la ecuacién (3) y desarrollando las componentes
del tensor de Ricci, se obtienen las siguientes expresiones:

R = — 500 P(08) ~ " 0k, ®

Rj = %al [ai(q)klkj) +0,(Ok'k") — ' (Ok'k;) | - ©)

El ansatz KS permite obtener un tensor de Ricci lineal, de igual forma reduce las ecuaciones de Einstein
a una sola relacién entre la funcién 0(x*) y la fuente (k). Para una revision detallada del ansatz KS
revisar la referencia |Stephani, Kramer, MacCallum, Hoenselaers, y Herlt| (2003).

III | DOBLE COPIA CLASICA

En esta seccidn, presentamos varios casos donde la doble copia (DC) se realiza. En el régimen
cudntico, la DC es una dualidad que permite calcular amplitudes de dispersion de gravitones (particulas
de spin-2, mediadores de la interaccién gravitacional) como el cuadrado de una amplitud de dispersion
de gluones (particulas de spin-1, mediadores de la interaccion fuerte), es decir Agravedad = ﬂ%M. Existe
mucha literatura interesante sobre los avances en esta linea de investigacién en las referencias (Bern y
cols., 2008b; [Kawai y cols., {1985} B. Larios}, [2020). Nuestro interés es aplicar la llamada doble copia
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clasica para calcular métricas que son soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein en términos
de campos vectoriales de una teoria de norma, como la electromagnética. En corto “vamos a calcular
métricas que son tensores de rango dos a partir de campos vectoriales con un solo indice vectorial”
(Monteiro y cols., 2014).

11 Soluciones clasicas a partir de la doble copia

La doble copia clésica (DCC) se ha estudiado principalmente en la clase de métricas KS (Monteiro
y cols., [2014)), (Godoy} 2017). Dentro del contexto de la DCC, la métrica KS es llamada “la doble
copia”, ya que esta contiene dos términos k*. Al remover un k¥, se dice que quitamos una copia de
los dos k* y se puede construir lo que se conoce como “la copia individual”, la cual se asocia con un
campo de norma que a la vez corresponde a un “graviton” KS (h,y), en analogia a la dualidad BCJ
para amplitudes de dispersion (Bern, Carrasco, y Johansson, 2008a). La copia individual del campo

gravitacional es definida (Monteiro y cols., 2014) como sigue:
Ay = (CTa) Oy, (10)

donde C“T, € g es una constante de color arbitraria especificada por el factor C* en la base T, del
dlgebra de Lie g. Cuando la métrica (g"V) tenga la forma KS (esté expresada en las coordenadas KS),
el campo de norma (A,,) estd en capa de masa, es decir, es solucién de las ecuaciones linealizadas de
Yang-Mills (Peskin y Schroeder;, [1995).

Para ilustrar el vinculo en DCC de las soluciones estacionarias del tensor de Ricci (ecuacién (3))) con el
formalismo KS y las ecuaciones de Yang-Mills se define primero un campo de norma abeliano, esto es
como sigue

A, = 0k, (1)
el cual es solucién de la siguiente ecuacién de movimiento

QP = IV, (12)

donde J" es la 4-corriente conservada (dyJ"¥ = 0), y el tensor de Faraday (F*V) tiene la siguiente forma:

F* = 0"AY — 9" AM. 13)

Utilizando el resultado de las ecuaciones (T2) y (T3), la componente R{j de la ecuacién (8) toma la
siguiente forma:

1 1
RG=—50vF" = — I (14)

La ecuacion (I4) es justamente la ecuacion covariante (invariante bajo transformaciones de Lorentz)
de Maxwell con fuente. Esta interesante relacion (14)) entre geometria y electromagnetismo permite
interpretar la copia individual como el potencial vectorial (A*). Especificamente, la siguiente relacién
existe:

1
RS—ERSS: 2T (15)
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K5
2
indices cruzados del tensor de Ricci R’(;. Considerando la relacién entre R‘O' y la 4-corriente J* de la

ecuacion ((14)), 1a ecuacién (15)) toma la siguiente forma:

- . N 1 .
La expresi6n (I5) son las ecuaciones de campo de Einstein R,y — ERg’N = —T,v, escritas con los

1 K2 1
—Eﬂ‘: 7”T5‘+§R6’5. (16)

También es posible consolidar otra relacion mds, entre el tensor de Ricci ) y la 4-corriente (14), a
partir de las propiedades geodésicas que cumplen los 4-vectores k, k%o = —1,k/kg = —k,kk; =
k,kik = k - k] es posible demostrar que se cumple la siguiente identidad:

Rékk, =0, (7

expandiendo esta tltima relacion y aplicando las relaciones que cumplen los 4-vectores k;, se obtiene:
Ri— 11047k (18)
VY '

El resultado de la ecuacion (I6) nos permitird construir tensores de energia-momento (7*V) para
diferentes fondos curvos. Desde el punto de vista practico, es justamente este enfoque que hace muy
poderosa a la DCC, ya que en algunos casos calcular 7V con métodos tradicionales es bastante
laborioso y complicado (Misner y cols., 1973 Stephani y cols., 2003).

2| Agujero negro de Schwarzschild

En esta seccion aplicamos la DCC para el caso del agujero negro (AN) de Schwarzschild (Monteiro y
cols., 2014). La métrica de Schwarzschild describe la geometria alrededor de un objeto compacto sin
rotacién (Schwarzschild, [1916):

ds® = —f(r)di” + f(r)"'dr* + dQ?, (19)

donde: f(r)=1—-vy(r)=1- E, rs = 2GM es el radio de Schwarzschild, “r” es la coordenada radial
r

(0 < r < ) y dQ? = d6” 4 sin’> 8d¢* es una métrica en una dos-esfera. En el limite débil, es posible
utilizar la ecuaci6n (T9) para describir los objetos del sistema solar. Sin embargo, algunas aplicaciones
astrofisicas requieren una generalizacion de estd solucién (T9) que permita describir objetos compactos
como estrellas de neutrones o agujeros negros en rotacion (R. P. Kerr, |1963)).

Recurriendo a la DCC, nuestro objetivo es encontrar el potencial vectorial (campo de norma) asociado
a la métrica de Schwarzschild (T9). El punto de partida es hacer un cambio de base para expresar la
ecuacién (T9) en coordenadas KS. Esto se logra con la siguiente transformacién en la coordenada
temporal:

i =t —rin (% _ 1) , (20)

Tenemos ahora la métrica @I) en coordenadas de Eddinton-Finkelstein (Eddingtonl |1924; |[Finkelstein,
1958) como sigue

ds? = —[1 —y(r)]de* + 2y(r)drdt + [1 +y(r)|dr* 4+ r?dQ>. (1)
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Lo valioso de las coordenadas Eddinton-Finkelstein es que permiten separar la parte plana del resto de
informacion de la métrica, lo cual es apropiado para aplicar el ansatz KS. Con todo esto en cuenta, la
métrica ZT) toma la siguiente forma

ds® = gudx"dx" +y(r)k,dx"kydx", (22)

donde k, = (—1,7) y k& = (1,#) son 4-vectores tipo Kerr-Schild y obedecen a las propiedades descritas
en las ecuaciones (2) y (3). Los términos de la funcién escalar y(r) pueden reescribirse para obtener la
forma usual descrita en (1)

rs  2GM
vy = S =T (23)
2
_ s M
2 4 @4

De RG sabemos que el campo cldsico asociado al graviton (después de cuantizar) es justamente /1y, €l
cual segun la ecuacién (22)) tiene la siguiente forma

K
By = 7N¢kykv, (25)

M . .

donde ¢(r) = v es un campo escalar. La ecuacioén (23) relaciona gravedad con los campos de norma,
r

como mostraremos mds adelante utilizando la DCC.

Partiendo de la ecuacién podemos ver la DCC de manera pragmadtica. La idea es la siguiente:
se construye la copia individual del gravitdn, para ello se identifican las constantes de acoplamiento
entre las dos teorfas (gravedad-norma). Luego, se reemplaza la carga de gravedad (masa) por la
correspondiente carga de color y se remueve uno de los cuadrivectores k, (Monteiro y cols., 2014). De
manera esquematica, lo vemos como sigue

Ky 1 1
B oM o 2
y TOM T ORA T e 2o

Los propagadores permanecen inalterados y finalmente la copia individual del gravitén queda:

80
At
de este modo, la copia individual del campo del gravitén (23] es el campo norma (27). La fuente de este
campo es una carga estdtica situada en el origen.

A, = @7)

3| Tensor de energia-momento para el agujero negro de Schwarzschild

En la Subseccién[2] se mostré como la DCC relaciona los grados de libertad del graviton con los grados
de libertad de un campo de norma para el AN de Schwarzschild. Sin embargo, en este trabajo todavia
no hemos visto como calcular el tensor de energia momento de la ecuacién de Einstein (G,y = Tyy).
El tensor de energia-momento para el AN de Schwarzschild (I9), cuya fuente es una masa puntual y
estdtica, se puede definir de la siguiente forma (Stephani y cols., 2003} [Wald, |1984):

T = Mu'u"' & (%), (28)
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donde M es la masa estética y u" es la 4-velocidad cuya expresion matemadtica es como sigue

w' = (1,07) = (1,0,0,0). (29)

Es una ventaja que en este caso la 4-velocidad (#"') presenta la misma estructura de los vectores k" de
la Subseccidn anterior, ya que esto permite aplicar naturalmente la DCC. Recurriendo entonces a la
copia individual donde se reemplaza el campo vectorial de norma de la ecuacién en la ecuacién
covariante de Maxwell (T2), obtenemos el siguiente resultado para la 4-corriente conservada

=0y F = g& (F)Qut = ¢8°(F)0(1,07). (30)

A partir de la relacién establecida en (I6). Se pueden analizar la fuentes que aportan a la 4-corriente
asociada a la copia individual en Schwarzschil:

1 u KI%J 3= u U
5= [—& (F)Mu"'] + RS, @31

El escalar de curvatura R = 0 se calcula a partir de (6). La tinica fuente que aporta a la 4-corriente es la
fuente gravitacional del tensor energia-momento (28). La 4-corriente (31)) queda ahora de la siguiente
forma:

1J“ = ﬁé‘ﬁ (F)Mu" (32)
2 2
La tinica componente distinta de cero es J° = g& (7)Q:

g K

S8 (Moo= 218 (MM (33)
2 2

Se puede observar en el resultado de la ecuacién (30), que la 4-corriente conservada J" es funcién de

la 4-velocidad u”. Esto permite identificar una relacién tipo DC entre la 4-corriente (30) y el tensor

de energia-momento (28)), con una carga estdtica en una teoria de norma transmutdndose en una masa

estdtica en una teoria en gravedad, todo esto a través de un proceso digamos inverso de DCC. En otras

palabras, podemos calcular el tensor de energia-momento con la DCC si consideramos lo siguiente
(Godoy, [2017; Monteiro y cols.,[2014)

gk, 00— M, ut — uu, (34)
K2 K>

JHyY = 7N8 (M’ = TNT“V, (35)

G = Ju. (36)

Si se compara el enfoque de la DCC resumido en ([34)), con el método tradicional de relatividad general
donde se tiene que conocer el Lagrangiano de materia acoplado a la gravedad y luego variando la
accion de materia respecto a la métrica (T*" = /—det(g)3Smateria/08uv), N0s damos cuenta del poder
y sencillez de la DCC para este tipo de calculos tan importantes en gravitacién y cosmologia (Misner y
cols., 1973 |Wald, [1984).
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DCC
h,uv AZT‘Z U(1) Yang-Mills

KS 9, F*

ds* J

N

¢ +
™ !
Figura 1: El diagrama muestra los pasos a seguir para
obtener el tensor energia-momento para la métrica de Sch-
warzschild a través de la DCC. La trayectoria comienza en
la métrica, por la dualidad entre teorias es posible volver
en la trayectoria comenzando desde el tensor energia mo-
mento.

En el diagrama de la Figura|l| se muestra un esquema que ilustra el procedimiento para aplicar la
DCC a un AN de Schwarzschild. Comenzando por la métrica en las coordenadas usuales (ds?), luego,
aplicando una transformacién de coordenadas KS que permite separar de la métrica plana (1) los
grados de libertad del gravitén (Ky/,y), los cuales contienen al campo escalar que a la vez tiene
conexion con el tensor de energia-momento (7,y). Siempre en el contexto de la DCC, se realizan las
sustituciones que se muestran en y se conecta con la teorfa de norma, electromagnetismo en este
caso. Con el campo vectorial de norma (A,) a mano, podemos recurrir a las ecuaciones de Maxwell
para obtener 4-corriente conservada. Finalmente, el tensor de energia-momento (T*") se obtiene como
una doble copia de la 4-corriente (J*).

IV | AGUJERO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM

En la Seccién[3]se muestra como la DCC permite calcular de manera eficiente y novedosa el tensor de
energia-momento para un AN de Schwarzschild. En esta Seccidn, extendemos el trabajo a casos donde
la gravedad se encuentra acoplada a un campo electromagnético (4,(X,7)), lo que permite estudiar
casos con campos gravitacionales generados por un cuerpo de masa M con simetria esférica sin rotacién
aunque cargado. Podemos describir este escenario mediante la accién de Einstein-Maxwell (EM)
(Stephani y cols.; 2003)):

1
Sem = = / V—8(R— FyF™)d*x. (37)
N

Por simplicidad lo que resta de esta seccién la trabajaremos con 8nG = 1 como convencién de unidades
naturales.

La normalizacion del término de Maxwell en la ecuacién es tal que la fuerza de Coulomb entre dos
cargas Q1 y O pueden tratarse como dos cargas puntuales, cuando estdn separadas por una distancia r
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muy grande. Las ecuaciones de movimiento para la accién EM (37) son de la siguiente forma

1
Gy =2 <FMFVK -2 gvamF“’> , (38)

9, F™ =0, (39)

donde G,y es el tensor de Einstein (Misner y cols., [1973} [Wald, [1984). Las ecuaciones y 39)
admiten la siguiente solucién
ds* = g, di* + g,,dr* + r*dQ>. (40)

La métrica @I) es conocida como la métrica de Reissner-Nordstrom (RN) (Nordstrom, |1918); Reissner,
1916; |Weyl, [1917). Para lo que sigue, es conveniente definir la siguientes funciones

g =—1+0(r)—w(r), g,=-gi', (41

2M 2
donde ¢(r) = — y y(r) = % son funciones escalares asociadas a una fuente gravitacional y a las
r r

cargas eléctricas respectivamente, esto hace de la métrica (40)) una descripcién para un agujero negro
cargado, de masa M, sin rotacién y con simetria esférica, como se menciono al principio de esta Seccion.
Para poder aplicar la DCC a la métrica de la ecuacién [@0), es necesario expresarla en la forma KS. Al
igual que en Schwarzschild (T9), esto se logra transformando la coordenada temporal, con el elemento
de linea definido por:

dv=dt—(1+g, )dr (42)
La forma Kf] para la métrica de RN (#0) es como sigue:
8uv :nyv'i‘q)(r)klukv +W(r)k,ukw (43)

donde 1,y es la métrica de Minkowski y k, = (—1,7) es un vector tipo KS. Para la métrica de la
ecuacién [@3), el gravitén es una combinacién del gravitén tipo Schwarzschild (23) mds el término que
contribuyen la parte electromagnética, como veremos en la siguiente Seccidn. El siguiente objetivo de
este trabajo es aplicar la DCC para construir el tensor de energia-momento asociado a la métrica de la

ecuacién (E0).

11 La copia individual para el agujero negro de Reissner-Nordstrom

La métrica de la ecuacién (@3)) se puede reescribir si reemplazamos las funciones escalares ¢(r) y y(7)
como se muestra a continuacion:

8uv = Nuv + q)(r)k,ukw (44)

donde la funci6én ®(r) toma la siguiente forma:

q>(r)=2MRN(r)=2<M—Q2) % 45)

r

3@ se puede derivar de Kerr-Newman en la forma KS cuando el momento angular es cero.
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Mgy (r) es la masa a una posicion r la cual es interpretada como la masa vista por un observador en el

infinito (M) menos la masa-energia del campo eléctrico (E = 92) en el horizonte exterior del agujero
I

negro descrito por la métrica de RN (40) (Hamilton| [T9 de abril de 2001).

Teniendo la métrica del AN de RN en la forma KS (@4)), es posible aplicar la DCC para los grados de
libertad del gravit6n de la ecuacion (@3), dicho de otra manera, la DCC nos permite expresar /,,y de tal
forma que se identifique la copia individual, esto es como sigue

hyy = Pkyky, (46)
donde la funcién escalar @ definida en {@3), de manera mds explicita, tiene la siguiente forma

M Q?
<I>:q)(r)+\|1(r):77r—2. 47)
En la Figura[2] se muestra el comportamiento de las funciones escalares de la ecuacion (@7). El andlisis
numérico se realiza arbitrariamente para diferentes valores de la carga (Q) y la masa (M) de un agujero
negro de origen estelar con rangos de masa que incluyen AN’s tipo XTE J1650-500 (Shaposhnikov y
Titarchuk, 2009).

La copia individual del gravitén (46), al igual que en la Subseccién 2] es la que nos relaciona con el
campo vectorial de la teoria de norma, “se dice que el campo vectorial de norma es la copia individual
del graviton, o bien que el graviton es la doble copia del campo de norma”. En este caso, la copia
individual es la siguient

2\ 1
Ay= (Q— Qy) —ky. (48)

r

El vector de norma A, es la suma de dos términos, el primero representa la copia individual para el caso
del AN de Schwarzschild (T9), donde se transmut6 la fuente gravitacional a una fuente electrostatica.
El segundo término en la ecuacién (@8) no incluye fuentes gravitacionales, pero si la carga eléctrica
(Carrillo-Gonzalez, Penco, y Trodden, 2017; Monteiro y cols., [2014)). La eleccién de una copia
individual de manera que pueda ser solucién a las ecuaciones de Maxwell, en parte esta justificada por
la siguiente condicion (Newman), 2004):

Fgk" = Mk, (49)

Entonces, para asociar la copia individual con los & y con soluciones de Maxwell, los eigen-vectores,
k", deben ser vectores tangentes a una congruencia geodésica nula, divergentes y libre de cizallamiento
(shear-free).

Estas condiciones para lo vectores propios k¥, son cumplidas por los 4-vectores KS en (2) y (3).

4El vector de norma A, para RN se puede encontrar en la referencia/Bah, Dempsey, y Weck|(2020), aunque tinicamente se considera para el caso M = 0
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Para la copia individual (@8) se verifica que:

Fowk! = (—0pAg)-F (50)
Fyk' = 0;Ag (5D

Con ello entonces, el valor propio A que permite la relacién ([@9) es como sigue:
A =Kk"9dyAp (52)

De manera entonces, que la copia individual 8] posee un vector propio que cumple la relacién @9) y
por lo tanto es solucién a las ecuaciones de Maxwell.

Q (e)
0 0.1 03 04 05 06 07 08 09 1
4 \ T T T T T T T ] T 2
35 ;\ o 418
S —
,:‘\ : L ]
| 3} 114
H 2501 \ . H
S 4 \ o 1.2 =
b \ 1
o 2 8 41 =
?< L5 \\‘*-\_ ) 2? NX
= 14 ™ ! E}i =
0.5 ———— B (]‘2
0 Ly } } | | ; 0
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
M (M)

Figura 2: Grdfica de los campos escalares de la ecuacion para el rango de masa S <M < 15
M. La carga Q toma los siguientes valores 0 < Q < le, donde M, es la masa del Sol, y e es la
carga del electron.

2| Tensor de energia-momento para el agujero negro de Reissner-Nordstrém

En esta parte del articulo, aplicamos la DCC para recalcular el tensor de energia-momento total (T,fv)
del AN de RN (@0). De relatividad general sabemos que las fuentes (masa y carga eléctrica) de este
AN generan el siguiente tensor energia-momento (Misner y cols., |1973;Stephani y cols., [2003; [Wald,
1984)

T!, = Th + 15, (53)
donde los tensores THJ:, y T,y estdn definidos como sigue
Tiv = (P -+ )ity + P&y, (54)
p es la densidad de materia, p es la presién y u* es la 4-velocidad.
Ty = Fuoly — lgvaoqu"‘B. (55)

4
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Como se menciono en la Seccidn anterior, calcular TJV con los métodos convencionales de relatividad
general puede resultar un trabajo bastante laborioso, esto incluso implementando herramientas de
célculo simbdlico. Sin embargo, en el contexto de la DCC, el tensor T;fv se puede calcular de manera
muy practica y eficiente utilizando la copia individual (8] para posteriormente calcular la 4-corriente
conservada (J*) a la Maxwell, esto es como sigue

2
JH =y F* = 4mQ& (F)ut + %uﬂ (56)

El resultado de la ecuacién (56) es la 4-corriente J* asociada a las fuentes puntuales que producen el
campo de norma (@8)). La 4-velocidad «* tiene solo componente temporal; de la relacién encontrada en
(T6) para la 4-corriente se sigue que:

tu 3=\ U Q2 u 1 Ll
A partir de esta ultima expresién se pueden identificar las cantidades gravitacionales de (54) con p =0
y las cantidades electromagnéticas de (53]

2
Té" = pu + Uepu = —21Q8° (F)u — %u" (58)
El término p de la densidad de materia esta relacionado con el término Q8°(7), el termino que
2
corresponde a la energia electromagnética Uy, estd relacionado con el término —-. La correspondencia

de doble copia, como el graviton de RN (@6) y el campo de norma (@8) permite identificar las fuentes
que aportan en una teorfa U (1) de Yang-Mills y que al transformar estas fuentes del sector U (1), por un
proceso de doble copia hacia el sector de gravedad, se identifican como fuentes que aportan a cantidades
conservadas en gravedad. Para aclarar mds estos comentarios, a continuacion calculamos la relacion
que hay entre las fuentes de la 4-corriente (56) y las fuentes del tensor energia-momento para el AN de

RN en (33).

Con la siguiente relacién establecida en (57 con R = O:

1
== (59)
sin perdida de generalidad es posible reescribirla en términos de la 4-velocidad u*, de la siguiente

forma:

1

EJ" = —u*TH, (60)
1 TR o VAl
EJM =—uuTy . 61)

El lado derecho de esta ultima expresion representa el tensor de energia momento para el AN de RN
(33), el cual puede ser obtenido aplicando un proceso inverso de doble copia a la 4-corriente (56),
especificamente esto es como sigue:

Q—2M

2Q2 ut — utuY
JH = 4TI:Q63 (F)u + 7#’ - pu“uv + Ut = Tt,uvj (62)
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los dos términos de 7" estdn en correspondencia con:

2
T/ = puu” = 4nM& (F)uu” para (5&) y T = Uepu'u’ = %u"uv para (33). (63)

V | CONCLUSIONES

Utilizando la doble copia clasica, hemos recalculado el tensor de energia-momento para la métrica del
agujero negro de Schwarzschild. Nuestro resultado coincide con el existente en la literatura. Ademads,
siempre en el contexto de la DCC, se célculo el tensor de energia-momento para el agujero negro
de Reissner-Nordstrom. Consideramos que este resultado es la principal contribucién de este trabajo.
Como se menciond en el cuerpo del articulo, la doble copia es una novedosa y potente dualidad que
inicialmente surgi6 para relacionar amplitudes de probabilidad de gravitones con amplitudes de gluones.
Sin embargo, la dualidad es tan sorprendente que incluso puede ser aplicada para calcular el tensor TH"
a partir de la 4-corriente J* en una gran variedad de casos. Lo increible se debe a que recuperamos toda
la informacién de T"¥ con tan solo conocer el campo de norma A* (o copia individual del gravitén). En
otras palabras, con la DCC tinicamente tenemos que calcular las ecuaciones de Maxwell para obtener
cantidades fisicas que antes se calculaban con relatividad general y/o geometria diferencial.

Es propicio mencionar que la DCC incluso esta siendo utilizada para célculos de alta precision
necesarios para los experimentos de LIGO y VIRGO (Abramovici y cols., [1992; |Acernese y cols.,
2006)). En realidad la comunidad de Amplitudes, especificamente la que estd trabajando en la doble copia
lleva varios frentes, como ser: probar que la gravedad es renormalizable a todos los niveles, dualidades
perturbativas y no perturbativas entre teorfas de gravedad y teorias de norma, ondas gravitacionales,
nuevas conexiones de la fisica con la matemadtica (geometria algebraica, geometria tropical, entre
muchas otras), descripcion cudntica de la gravedad en el régimen infrarrojo y ultravioleta, y sin duda
muchas otras dreas no menos fascinantes que las aqui mencionadas. Se puede consultar (Bern, Carrasco!
Chiodaroli, Johansson, y Roiban} 2019) para mds informacién de la doble copia y sus aplicaciones.
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